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Аннотация. В данной статье изучается гиперполосное распределение, вложенное в про-
странство конформной связности nn,C . В первой и второй дифференциальной окрестности по-
строены инвариантные полные оснащения гиперполосного распределения, определяемые внут-
ренним образом. 

 
Abstract. This article studies the hyper-band distribution in conformal connection nn,C .  The in-

variant full intrinsic framings of hyper-band distribution are constructed in the first and second differen-
tial neighborhoods. 
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Актуальность исследуемой проблемы. Внутренняя геометрия гиперполосного 

распределения в пространстве конформной связности nn,C  практически не разработана. 
Построенные оснащения применяются при изучении линейных связностей, индуцируе-
мых при различных нормализациях гиперполосного распределения в nn,C . 

Материал и методика исследований. В работе применяются инвариантные мето-
ды дифференциальной геометрии: метод продолжений и охватов Лаптева [3] и метод 
внешних дифференциальных форм Э. Картана [9]. 

Результаты исследований и их обсуждение. На протяжении всего изложения ин-
дексы принимают следующие значения: 

1,0,,  n ; nQPMLKJI ,1,,,,,,  ; nm ,1,,  ; 

mtskji ,1,,,,  ; 1,1,,  ncba ; 1,1,,,  nmzwvu . 
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Рассмотрим пространство конформной связности nn,C  [6], [7], базой которого слу-
жит многообразие nB , слоями – конформные пространства nC  размерности n . Струк-

турные формы 
  пространства nn,C  подчинены структурным уравнениям [6], [7]. 
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где 
KLR  – тензор кривизны-кручения пространства nn,C . Отнесем пространство nn,C  к 

полю полуизотропных реперов  AR   [2]. Система дифференциальных уравнений бес-
конечно малого перемещения репера R в слое имеет вид 

 

  AA  .  (2) 

Согласно работе [7] при таком выборе репера формы Пфаффа 
  пространства 

nn,C  удовлетворяют соотношениям: 
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где IJg  – метрический тензор пространства nn,C . 
В каждой точке 0A  слоя nC  возьмем n линейно независимых гиперсфер KP : 
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Пусть гиперсферы iP  и P  проходят через точку 0A : ,0)( 1
0  n

ii xAP  

;0)( 1
0  nxAP   следовательно, имеем: 
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0
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j
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Согласно [6] m-мерным линейным элементом  mLA ,0  называется совокупность 
точки А0 и m-параметрической связки mL  гиперсфер 0

0 APP j
j   , натянутых на А0 и 

базисные гиперсферы jP ; аналогично, )( mn  -мерным линейным элементом ),( 0 mnLA   

называется совокупность точки А0 и связки mnL   гиперсфер .0
0 APQ  

   
В силу (3), (4) структурные формы полей связок mL  и mnL  , то есть полей объектов 


ix , ix , имеют соответственно вид 
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По аналогии с работой [6] распределениями m-мерных  mLA ,0  и  mn -мерных 
элементов  mnLA ,0  в пространстве конформной связности nn,C  назовем n-мерные по-

груженные многообразия K и Л в пространствах представления },{ 0
K

ix   и },,{ 0
Kix   

определяемые системами дифференциальных уравнений соответственно 
 ,0

K
iKix    Ki

K
ix 0  . (6) 
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В силу соотношений (5), (6) имеем: 
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Согласно уравнениям (7) возможна частичная канонизация [4] репера  AR  : 
 0 i

i xx 
 , (8) 

тогда формы i
i 
  ,  становятся главными: 

 ,0
K

iKi     .0
Ki

K
i      (9) 

В специализированном репере R (то есть выполняются соотношения (8)) гиперсферы iP , 

P  (см. (4)) имеют следующие разложения: 

 iii AAxP  0
0 ,  AAxP  0

0 . (10) 

Пусть выполняются равенства 

 0)()(   iii gAAPP . (11) 
Геометрически это означает, что текущие элементы mL  и mnL   распределений K и Л в 
каждом центре 0A  ортогональны. Распределения K и Л называются взаимно ортогональ-
ными [6], если выполняются равенства (11). По аналогии с [6] частично канонизирован-
ный репер R , определяемый равенствами (8), (9), назовем полуортогональным репером 
0-го порядка, адаптированным к взаимно ортогональным распределениям K и Л. 

Согласно (3), (11) тензоры ijg  и g  удовлетворяют уравнениям: 
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Из уравнений (3) для равенств (11) следует ,0  
 i

j
ij gg  из чего в силу урав-

нений (9) найдем связь между компонентами полей фундаментальных объектов первого по-
рядка на распределниях K и Л: 
 .0 

 iK
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Kij gg  

Пусть в некоторой области U  базы nB  для любой точки nBA 0  имеет место 

1 nm LL , 1 nm . Здесь 1nL  есть совокупность гиперсфер 0APPP v
v

i
i   , натя-

нутых на гиперсферы iP , vP  и точку 0A , то есть  vin PPAL 01  , где vvv AAxP  0
0 . По 

аналогии с работой [5] пару распределений K m-мерных линейных элементов  mLA ,0  и 
M гиперплоскостных элементов  10, nLA  с таким отношением инцидентности их соот-
ветствующих элементов в общем центре 0A обозначим F и назовем гиперполосным распре-
делением m-мерных линейных элементов  mLA ,0 , 1 nm . Распределение K m-мерных 
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линейных элементов  mLA ,0  назовем базисным, а распределение M гиперплоскостных 
элементов  10, nLA  – оснащающим.  

В силу соотношений (2), (10) условие инвариантности элемента 1nL   

( 1110 ,,   nvnin LPLPLA  ) выполняется при 0n
v , следовательно, формы n

v  
должны быть главными: 
 Kn
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n
v 0  . (13) 

Из уравнений (122), учитывая (13), имеем: 
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Из последних уравнений в силу леммы Остиану [4] в случае 0vug  возможна частич-
ная канонизация репера R , при которой 
 0vng .  (15) 
При такой специализации репера R  распределения D и H являются взаимно ортогональны-
ми, то есть текущие элементы  vmn PAL 01   и  nPAL 01   распределений (n – m – 1)-
мерных линейных элементов D и одномерных линейных элементов H взаимно ортогональны. 

Из уравнений (14) в силу (15) следует 
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Из (14)–(16) получим 
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В силу 0KLg , 0ijg , 0g , 0vug  справедливо 0nng . Совокупность 

функций vug  является невырожденным симметричным тензором, а функция nng  – не-
вырожденным относительным инвариантом:  
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Тогда в полуизотропном [2] полуортогональном [6], [8] репере R  дифференци-

альные уравнения гиперполосного распределения F в пространстве nn,C  примут вид 
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Продолжая уравнения (18), имеем: 
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Отсюда следует, что каждая из шести систем функций }{ n
iv , }{ v

in , }{ n
vi , }{ i

vn , 

}{ i
nv , }{ v

ni  образует тензор первого порядка [3]. 
Из последних уравнений системы (3) для равенств (11) и (15) имеем: 

 0 u
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j
vKij gg , 0 n

iKnn
j
nKij gg , 0 n
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u
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Обозначим через  P  пересечение mn   гиперсфер P , представляющее собой 
 mn -параметрическую связку m-сфер, проходящих через точку 0A . Так как в каждом 
центре 0A  K распределения K и Л ортогональны, то все m-сферы  P  касаются обра-
зующего элемента mL  распределения K в его центре 0A . Аналогично,  iP  есть пересе-
чение m гиперсфер iP , представляющее собой m-параметричекую связку  mn -
мерных сфер, проходящих через точку 0A . Все  mn -сферы  iP  касаются образую-
щего элемента mnL   распределения Л. Тогда полем касательных m-сфер распределения 
K назовем поле  P , а полем нормальных  mn -сфер – поле  iP [6], [8]. 

Полное оснащение распределений K и Л эквивалентно тому, что в пространстве 
nn,C  задается дифференцируемое точечное соответствие 10  nXA , 01 AXn  , где точка 

1nX  оснащающего поля в полуортогональном полуизотропном конформном репере R  

имеет разложение [6] 1
00

0
0000

1 ][
2
1

  nij
ij

ji
ij

n AAxgAxgAxxgxxgX 



 . 

В выражениях гиперсфер iP  и P  (см. (10)) функции 0
ix , 0

x  подчинены дифферен-
циальным уравнениям: 
 ,, 0

0000
0

00
0

0000
0

00  



K
K

K
iKi

j

ijii xxxdxxxxdx   (20) 

следовательно, задавая поля функций 0
ix , 0

x , удовлетворяющих дифференциальным урав-
нениям (20), имеем полное оснащение распределений K и Л [6], [8]. 

Под полным оснащением гиперполосного распределения F в пространстве nn,C  будем 
понимать полное оснащение его базисного распределения K, определяемого полями квази-
тензоров 0

ix , 0
x .  
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Нормальным оснащением гиперполосного распределения F в пространстве nn,C  назы-
вается частичное оснащение базисного распределения K, определяемое полем квазитензора 

0
ix , то есть полем нормальных  mn -сфер  iP  [6], [8]. При этом для разложений (10) 

выполняется первая группа уравнений системы (20).  
Касательным оснащением гиперполосного распределения F в пространстве nn,C  на-

зывается частичное оснащение базисного распределения K, определяемое полем квазитен-
зора 0

x , то есть полем касательных m -сфер  P  [6], [8]. При этом для разложений (10) 
выполняется вторая группа уравнений системы (20). 

В силу (18) вторую группу дифференциальных уравнений (20) запишем в виде 
 ,)(, 0

000
0

00
0

0000
0

00  K
nKn

n
nnn

K
vKv

u
vuvv xxdxxxxdx   (21) 

то есть, чтобы задать касательное оснащение гиперполосного распределения F, нужно за-
дать поля квазитензоров )(),( 00

nv xx . 
Рассмотрим функции 

 j
nn

nn
ij

n
in

def
i gg 0 , j

uv
uv

ij
u
iu

def
i gg

mnmn








1
1

1
1ˆ 0 .  (22) 

Согласно (19), (17), (12) функции 0
i  и 0ˆ

i  образуют квазитензор: 

 K
iKi

j
ijiid 0

0000
0

00   ,  (23) 

 K
iKi

j
ijiid 0

0000
0

00 ˆˆˆˆ   .  (24) 
В силу (20), (23), (24) нормальное оснащение базисного распределения K в первой 

дифференциальной окрестности внутренним образом определяется полями квазитензо-
ров (22). 

Рассмотрим функции 

 u
st

st
vu

i
vi

def
v gg

mm


110 , u
nn

nn
vu

n
vn

def
v gg 0ˆ ,  (25) 

 n
st

st
nn

i
ni

def
n gg

mm


110 , n
uv

uv
nn

u
nu

def
n gg

mnmn








1
1

1
1ˆ 0 . 

В силу (19), (17), (18) каждая из функций (25) образует квазитензор: 
 K

vKv
u
vuvvd 0

0000
0

00   ; K
vKv

u
vuvvd 0

0000
0

00 ˆˆˆˆ   , (26) 

 K
nKn

n
nnnd 0

000
0

00 )(   ; K
nKn

n
nnnd 0

000
0

00 ˆ)(ˆˆ   . (27) 
В силу (20), (26), (27) касательное оснащение базисного распределения K в первой диф-
ференциальной окрестности внутренним образом определяется полями четырех пар ква-
зитензоров ),( 00

nv  , )ˆ,( 00
nv  , ),ˆ( 00

nv  , )ˆ,ˆ( 00
nv  . 

Таким образом, доказана 
Теорема 1. Различные попарные сочетания нормальных и касательных оснащений ба-
зисного распределения К гиперполосного распределения F в пространстве конформной 
связности nn,C , определяемые полями квазитензоров 0

i , 0ˆ
i  и 0

v , 0ˆ
v , 0

n , 0ˆ
n , в пер-

вой дифференциальной окрестности индуцируют восемь инвариантных полных оснаще-
ний базисного распределения K гиперполосного распределения F.  
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Рассмотрим совокупность функций [1] 

  n
ks

ks
ij

n
ij

defn
ij gg

m
a 1 . (28) 

На распределении F функции (28) в силу (19) образуют тензор первого порядка: 
 Kn

ijK
k
j

n
ik

k
i

n
kj

n
n

n
ij

n
ij aaaada 0

0
0 )(   . (29) 

В случае невырожденности тензора n
ija , то есть 01  n

ij
def aa , рассмотрим обратный 

ему тензор ji
na , компоненты которого определяются соотношениями j

i
kj
n

n
ikaa  . 

Продифференцируем последние соотношения и свернем полученные уравнения с 
тензором li

na , тогда с использованием (29) имеем 

 Klj
nK

j
k

lk
n

l
k

kj
n

n
n

lj
n

lj
n aaaada 0

0
0 )(   . (30) 

Согласно работе [3] справедливо уравнение n
ij

ji
n daaad 1ln ; имеем 

 K
K

j
j

n
n amad 0

0
01 2)(ln   , n

ijK
ji

nK aaa  . (31) 

Уравнение (31) в силу (12) запишем в виде: K
K

n
n am

g
ad 0

0
0

1

1 )(ln   , откуда получим 

 K
K

n
nm a

g
ad 0

0
0

1

1 ~ln   , KK a
m

a 1~  . (32) 

Продолжая уравнение (32), с использованием (1), (18) имеем 

 ;~~~~,~~~~
0

00
00

00
0

L
L

L
kLk

i
kikk aaaadaaaad  


   (33) 

здесь 

 k
def

k a
m

a 1~  ,  a
m

a def 1~  ; (34) 

 0~~2~2 0
00][][  kl

M
klMklkl RRaaa 

 , 0~~2~2 0
00][][   RRaaa M

M
j

j , 

 0~~~~~
0

0
0  M

kMkk
j

kjkk RaRaaaa 

 . (35) 

Согласно (33), (20) поля квазитензоров второго порядка ka~  и a~  определяют полное ос-
нащение гиперполосного распределения F в пространстве nn,C . 

С учетом уравнений (19), (17) совокупность функций 

 


 n
wz

wz
uv

n
uv

defn
uv gg

mn
b

1
1  

при m<n–2 образует тензор: 
 Kn

uvK
w
v

n
uw

w
u

n
wv

n
n

n
uv

n
uv bbbbdb 0

0
0 )(   , 

при m=n–2 тензор n
uvb  будет нулевой. 

В случае невырожденности этого тензора, то есть 0 n
uv

def bb , имеем 

 K
K

u
u

n
n bmnbd 0

0
0 2))(1(ln   ; 
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здесь каждая из систем функций 

 k
def

k b
mn

b
1

1~


 ,  b
mn

b def

1
1~


  (36) 

по аналогии с (34) образует квазитензор второго порядка: 

 
;~~~~

,~~~~

0
00

0

0
00

0
L

L

L
kLk

i
kikk

bbbbd

bbbbd







 


 (37) 

причем справедливы соотношения: 

 0
~~

2
~

2 0
00][][  kl

M
klMklkl RRbbb 

 , 0
~~

2
~

2 0
00][][   RRbbb M

M
j , 

 0
~~~~~

0
0
0  M

kMkk
j

kjkk RbRbbbb 

 . (38) 

Итак, доказана 
Теорема 2. Инвариантное полное оснащение гиперполосного распределения F, по-

груженного в пространство конформной связности nn,C , во второй дифференциальной 
окрестности внутренним образом определяется: 

а) полями квазитензоров второго порядка ka~  и a~ ; 

б) полями квазитензоров второго порядка kb~  и b~  при 2 nm . 
Резюме. Доказано, что в первой и второй дифференциальных окрестностях инвари-

антное полное оснащение гиперполосного распределения внутренним образом определя-
ется полями квазитензоров первого порядка (22), (25) и полями квазитензоров второго 
порядка (34), (36) соответственно. 
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