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Аннотация. Рассматривается обыкновенное нелинейное дифференциальное уравнение 

первого порядка с полиномиальной частью четвертой степени, обладающее подвижными особыми 

точками и в общем случае неразрешимое в квадратурах. Предлагаются точные критерии суще-

ствования подвижных особых точек решений данного уравнения. На их основе строится алгоритм 

нахождения подвижных особых точек решения уравнения с заданной точностью. Рассмотрен слу-

чай действительной области. 

 

Abstract. The article considers an ordinary nonlinear differential equation of the first order with 

polynomial part of the fourth degree with solutions having movable singularities and in general non-

solvable in quadratures. The article suggests the exact criteria of existence of movable special points for 
solutions of this equation. On this basis the algorithm of finding the movable special points for solutions 

of the equation is made. The case of the valid area is considered. 
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Актуальность исследуемой проблемы. Проблема разрешимости нелинейных 

дифференциальных уравнений рассматривается уже в течение двух веков. Причина этой 

проблемы состоит в наличии подвижных особых точек решения, которые относят эти не-

линейные дифференциальные уравнения к классу уравнений, в общем случае неразре-
шимых в квадратурах, и невозможности, в связи с этим, применения к таким уравнениям 

известных численных и аналитических приближенных методов решения. В последнее 

время появились работы [4], [5], [6], [8], [10], [11], [12], [13], в которых предлагается ме-
тод приближенного решения данной категории уравнений. Метод применялся к уравне-

ниям Абеля [4], Риккати [12], Пенлеве [10], а также к нелинейным уравнениям первого 

порядка с полиномиальной частью пятой степени [6]. В данной работе он применяется к 

уравнению с полиномиальной частью четвертого порядка. Этот метод содержит шесть 
задач, возникающих в результате исследований. В работах [2], [3], [7], [9] решены три 
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задачи из этого перечня: доказательство теорем существования и единственности решения 

нелинейного дифференциального уравнения в области аналитичности и в окрестности по-

движной особой точки; построение аналитических продолжений рассматриваемого урав-
нения; исследование влияния возмущения начальных данных и подвижной особой точки на 

приближенное решение. В статье предлагается решение четвертой задачи: получения точ-

ных критериев существования подвижных особых точек. Решение этой задачи является 

основой для алгоритмов нахождения подвижных особых точек с заданной точностью.  
Материал и методика исследований. Используются методы  аналитической теории 

дифференциальных уравнений, вычислительной математики, математического анализа, 

численного моделирования. 
Результаты исследований и их обсуждение. Рассмотрим нелинейное дифференци-

альное уравнение 

)()()()()()()()()()( 4

4

3

3

2

210 xухfxухfxухfxухfхfxу  ,         (1) 

где if  – функции действительной переменной в некоторой рассматриваемой области.  

Данное дифференциальное уравнение с помощью замены переменной 

)( 11 vuwу   при условии 
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приводится к нормальному виду [9]: 

  )()( 4 xrхуху  ,                                                   (2) 

который вместе с начальным условием 

00 )( хху                                                            (3) 

составляет задачу Коши. 
Рассмотрим задачу Коши для инверсного уравнения 

)()(1)()( 42 хuxrхuхu  ,                                        (4) 

полученного  с помощью замены 

)(

1
)(

xu
ху  ,                                                         (5) 

с начальным условием 

00 )( uхu  .                                                           (6) 

Для оптимизации поиска подвижных особых точек, так же как и в публикациях 

[5], [6], [12], [13], используются факты математического анализа о связи локальных экс-
тремумов прямой и инверсной функций. Данная теорема работает и в нашем случае. 

Теорема 1. Пусть )(ху  – решение задачи (2)–(3) и )(xu  – решение задачи Коши (4), 

(6) – непрерывны на отрезке [a;b]. 

Для того, чтобы решение задачи (2)–(3) )(xу имело в точке  baс ,  локальный 

максимум (минимум), )0)((0)(  сonstсусonstсу , необходимо и достаточно, 

чтобы решение задачи (4), (6) )(xu  в этой точке имело локальный минимум (максимум). 

Доказательство основано на необходимых и достаточных условиях локального экс-

тремума. 
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Теорема 2. Пусть функция  xу  является решением задачи Коши (2)–(3) и опреде-

лена на промежутке );[ *

0 хх , где х
*
 – подвижная особая точка данной функции, при-

чем
0

* хх  . Тогда существует такая окрестность );[ *ха  точки 
*х , в кото-

рой       0,0,0  xуxуxу , (       0,0,0  xуxуxу ). 

Доказательство. Решение функции  xу  в окрестности подвижной особой точки 

(слева) в соответствии с [4], [5], [10], [12], [13] представимо в виде 

      3/*

0

* n

n

n xxCxxxу  

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
,                                                   (7) 

где ,3/1,3/1 3

0  С 0iС , i = 1, 2, 3, 5, 6, 9. 

На основании теоремы существования [5] имеется точка );[ *

01 xхх   такая, что пра-

вильная часть ряда (7) сходится на промежутке );[ *

1 xх . Представим (7) в следующем виде: 

  ....)()()()(
)(3

1 3*

10

3/7*

8

2*

7

*

4
3 *




 xxСxxСxxСxxС
xx

xу       (8) 

 
Дифференцируя (8) по х, получаем 
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Обозначим 
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Так как )(1 xg  и 41 )( Сxh   при 0*  хx , то существует такая точка х2, 

при этом 12 хx  , и );[ *

2 xхx  будет верно неравенство 

)()( 11 xhxg  . 

Поскольку )(1 xg  – правильная часть ряда (9), следовательно,   0 xу . 

Дифференцируя дважды (7) по х, получаем 

  ....)(6)(
9

28
2

)(39

4 *

10

3/1*

87
3 7*




 ххСххСС
хх

xу                   (10) 

Представим вторую производную в виде 

  )()( 22 xhxgxу  , 

где 
3 7*

2

)(39

4
)(

хх
xg


 , ....)(6)(

9

28
2)( *

10

3/1*

872  ххСххССxh  

Так как )(2 xg  и 72 2)( Сxh   при 0*  хx , то существует такая точка 

х3, что 13 хx  , и );[ *

3 xхx  будет верно неравенство 

)()( 22 xhxg  . 



Естественные и технические науки 

 

 159 

Поскольку )(2 xg  – правильная часть ряда (10), следовательно,   0 xу . 

Теорема 3. Пусть  xу  – решение задачи (2)–(3). Для того, чтобы 
*х  являлась по-

движной особой точкой решения  xу , необходимо и достаточно, чтобы функция  uх , 

обратная к решению инверсной задачи Коши (5)–(6), удовлетворяла следующим условиям: 

        .20,00,00,0 *  ххххх       (11) 

Доказательство. Необходимость. С учетом инверсии представим  xu  в виде ре-

гулярного ряда [1], [13]: 

  3/*

0

)( n

n

n xxAxu 




,                                                    (12) 

где 
*x  является нулем инверсной функции. 

С учетом того, что   0* xu , на основании обращения рядов [1] следует, что 
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3

01 3/1 CВ ,                                                        (13) 

или 
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Отсюда получаем, что 
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Это соотношение доказывает пункт 1 в теореме 3 о голоморфности функции  uх  

в некоторой окрестности );0( *х . 

Дифференцируя (14) по u, получаем: 

....
~

6
~

5
~

43 5

4

4

3

3

2

23

1  uВuВuВuВx , 

....
~

30
~

20
~

126 4

4

3

3

2

2

3

1  uВuВuВuВx , 

....
~

120
~

60
~

246 3

4

2

32

3

1  uВuВuВВx  

Находим 2)3/1(66)0(,0)0(,0)0( 333

1  Вхxx . Что и требовалось 

доказать. 

Достаточность. 

Покажем, что  xу  в окрестности подвижной особой точки имеет аналитическую 

структуру. 

По условию теоремы 3 имеем: 
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Из (11), (15) и последних соотношений находим: 

.3/1,0,0, 321

*

0  ВВВхВ  

Тогда (15) принимает вид 
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или 

...
~

.
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1 5

5
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4
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На основании обращения рядов [3] следует, что  

  ....)()()( *

3

3/2*

2

3/1*

1  xxAxxAxxAxu , 

где 3
1 3A .  

Принимая во внимание (5), получаем 

          ...
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1

3/1*

0 
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xxСxxСxxСxxСxу , 

т. е.  
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0

3/1* n

n

n xxCxxxу  





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где 3
0 3/1С . 

Таким образом, 
*x  является подвижной особой точкой решения задачи (2)–(3). Что 

и требовалось доказать. 

Следствие. Функция  xu  при переходе через точку );0( *х  меняет знак. При 

этом 
*x  является подвижной особой точкой решения задачи (2)–(3). 

Следующая теорема, представляющая собой интервальный критерий существова-
ния подвижных особых точек, является основой для алгоритма построения таких точек с 
заданной точностью. 

Теорема 4. Пусть  xу  – решение задачи (2)–(3), 
*х  будет являться подвижной 

особой точкой решения  xу  тогда и только тогда, когда существует окрестность 

подвижной особой точки ];[ 21 xx , ];[ 21

* xxх  , на которой функция  xu  – решение за-

дачи Коши (4), (6) для инверсного уравнения – является непрерывной, и выполняется 

условие:     0;0 21  xuxu . 

Доказательство.  Необходимость. 

Так как 
*х  является подвижной особой точкой решения,  xу  имеет соответству-

ющую структуру (7).  
Из (5) следует, что 

)(

1
)(

xy
хu  .                                                          (16) 

Данная инверсия позволяет утверждать, что 
*х  переходит в класс регулярных точек. 

На отрезке ];[ 21 xx ,  xу  имеет соответствующие значения:   01 xу и   02 xу , 

следовательно, на этом отрезке   01 xu и   02 xu . 
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Так как для  xu  
*х  – регулярная точка, следовательно,  xu  на ];[ 21 xx  является 

непрерывной. 

Достаточность. По условию теоремы   ].;[ 21 xxxu   Так как   01 xu и 

  02 xu , значит, существует такая точка 3x , ],[ 213 xxx  , в которой 0)( 3 xu . Следо-

вательно, в силу инверсии точка 3x  является подвижной особой точкой )(ху . 

Резюме. Таким образом, были сформулированы и доказаны необходимое и доста-

точное условия существования подвижных особых точек решения  одного нелинейного 

дифференциального уравнения. На основе доказанных теорем можно осуществить по-
строение алгоритма поиска подвижных особых точек с заданной точностью. 
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