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Аннотация. В работе рассматривается упругопластическое состояние нелинейно-
неоднородной трубы, находящейся под действием внутреннего давления при трансляционной ани-
зотропии. Предполагается, что предел текучести постоянен вдоль эллиптических кривых. Опреде-
лены напряженное состояние и граница раздела упругой и пластической областей. 

 
Abstract. This paper considers the elastoplastic state of nonlinear inhomogeneous pipe under in-

ternal pressure at translational anisotropy. It is assumed that the yield stress is permanent along the elliptic 
curves. The stress state and interface of the elastic and plastic regions are determined. 
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Актуальность исследуемой проблемы. Трансляционная анизотропия связана с 

переносом поверхности нагружения в процессе упрочнения. Трансляционная анизотро-
пия учитывает эффект Баушингера – понижение предела текучести при сжатии или 
увеличение его при растяжении. Исследование напряженного состояния толстостенной 
трубы из нелинейно-неоднородного материала может найти применение при оптималь-
ном проектировании изделий в машиностроении и строительной механике.  

Материал и методика исследований. В ходе работы предполагается, что в пла-
стической области материал обладает свойствами неоднородности и трансляционной 
анизотропии. Решение ищется методом последовательных приближений. Определены 
нулевое и первое приближения. 

Результаты исследований и их обсуждение. В работах [4], [8], [10], [11] развита 
теория предельного состояния тел при наличии трансляционной анизотропии.  
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В исследованиях [6], [7] распространен метод последовательных приближений [3] 
к изучению тел из неоднородного материала.  

В данной статье рассматривается упругопластическое состояние толстостенной 
трубы, находящейся под действием внутреннего давления при неоднородной трансля-
ционной анизотропии. Неоднородность материала предполагается в виде зависимости 
предела текучести от координат. Предел текучести принят постоянным вдоль эллипти-
ческих кривых. 

На основании результатов работы [3] условие пластичности для толстостенной 
трубы радиусов ,  ,    (рис. 1) имеет следующий вид: 

 

 
2

21 2
3 ,2 2

x y
xy xy

k k k k
 


 

    
 

  1 2 3, ,k k k const ,                (1) 

где xyyx  ,,  компоненты напряжения в декартовой системе координат. 
 

 
 

Рис. 1. Толстостенная труба радиусов ,  ,    

 
Предел текучести определим в виде 
 

   2 2
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a b

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0 ,k ,a  ,b ,A ,B сon st                (2) 

 
где  – малый безразмерный параметр. 
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В последующих расчетах для простоты все величины, которые имеют размер-
ность напряжения, отнесем к величине предела текучести 0k  и таким образом перейдем 
к безразмерным величинам. Компонентам напряжений в пластической зоне приписан 
индекс « p » наверху, компонентам в упругой зоне – индекс « е » наверху.  

Переходя к полярным координатам в формуле (1), получим: 
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                           (3) 

,cosx  .sin y                                                   (4) 
 
На основании соотношений (3), (4) условие пластичности в полярных координа-

тах будет иметь вид: 
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На основании гипотезы  
 

1 1 1,k k  2 1 2,k k  3 1 3,k k                                                 (6) 
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с учетом обозначений '
1 ,R R  

2
21 2

3( )
2

k kR k
     

 
, в предположении 1 1 1g   

и 10 1  g  соотношения равновесия в полярной системе координат примут следую-
щий вид: 
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 (7) 

 
Разложим напряжение ij  по малому параметру  : 
 
    0 02 2..., ...ij ij ij ij s s s s                      ,                         (8) 

 
где s  – радиус пластической зоны.  

Для перехода к безразмерным величинам в размерах трубы ,   воспользуемся 

соотношениями    0 0
s sб / , /      , где  0

s  – радиус пластической зоны в нуле-

вом приближении. Черту сверху у величин ,a b  опустим.  
Учитывая, что xyk сохраняет постоянное значение вдоль эллипсов, что следует из 

соотношения (2), можно записать 
 

 
   2 2

2 2 ,
x A y B

c
a b
 

                                               (9) 

 
где c – некоторая const. 

Так как в нулевом приближении для осесимметрического состояния трубы 
 

 0 0  ,                                                         (10) 
 
на основании (1), (8), (10) следует 
 

    0 p 0 p 2.                                                    (11) 
 
Тогда результатом совместного решения соотношений (7), (10), (11) являются 

 0 p 2ln ,C     0 p 2 2ln ,C                                  (12) 



Естественные и технические науки 
 

 141 

 
где С – const. 

Предполагая постоянное давление p на внутренней границе трубы и учитывая, 
что внешняя граница трубы свободна от усилий: 

 

   0 0
, 0

p e
p  

  
  


,                                      (13) 

 
согласно (12), (13) заключаем 
 

    0 0p p2 ln , 2 2 lnp p 
  
 

       .                           (14) 

 
В упругой области представим нулевое приближение в виде  
 

 0 1 ,2
e

A B 


    0 1 ,2
e

A B 
   0

0.
e

                       (15) 

 
Примем во внимание условия сопряжения компонент напряжений на упругопла-

стической границе: 
 

       0 0 0 0
| | , | |1 1 1 1 .
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                    (16) 

 
Из (14), с учетом (13) и (16) получаем 
 

   2 20 02ln 2ln1 , 12 22 21 1

e ep p      
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   
      
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 
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 
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В нулевом приближении радиус упругопластической зоны определяется соотно-

шением 12
1 2 ln p





 

. 

Для первого приближения, учитывая полярные координаты (4), из (1), (2), (8), 
(11), (12) получим 
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2 cos 2 2 .2 2
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      

          
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 

           (18) 

 
Положим 
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2 21 1 1, ,2 2 2

p p p          

                   
.              19) 

 
Из (18), (19) имеет место 
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Условия равновесия (7) удовлетворяются соотношением (19). С учетом (18), (20) 

и значений граничных условий в первом приближении [3] 
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| 0

p

p
   

  
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находим решение в пластической зоне: 
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Тогда на упругопластической границе при 1  из (22) вытекает: 
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где  
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Для упругой области согласно [3] находим напряжения: 
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      2 2 cos 2 sin 3 lna    
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 
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1
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3
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3
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    
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
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        

       

       

 
      

        (25) 

На основании (14), (15) в первом приближении для границы упругопластической 
области получим 
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  (0) (0)
1 .
4

p e
e p

s e pd d
d d

 
 

 

 
  

 
 

     


                                  (26) 

Границу упругопластической области в первом приближении получим из (22), 
(25), (26):  

 1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 7
1 1( ) ,
4 4

e p
s M M M M N N N N N N N                    (27) 

где 
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3
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  
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 

 


   
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    

    
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   
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1 ,
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a b
  

    
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 

 

Граница раздела упругой и пластической областей в нулевом и первом прибли-
жениях при 3,b   1,r   2,a   0 .3 ,   0 .8 ,   2,   5,N   1,   1,А   1В   представ-
лена на рис. 2. 
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Рис. 2. Граница раздела упругой и пластической областей в нулевом и первом приближениях 

 
Резюме. Определено напряженное состояние в пластической (22) и упругой (25) 

зонах. Изменение границы пластической зоны находится из соотношений (27).  
В отличие от предыдущих работ материал в пластической области предполагается 

обладающим свойствами неоднородности и трансляционной анизотропии. 
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